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1 |Integrace racionalnich funkci

Definice 1.1 (Racionalni funkce)
Raciondlni funkci nazyvame funkci f = §, kde p a ¢ jsou polynomy.

Pozndmka. Chceme spocitat [ %dx umime-li spocitat [ (szl)k, i ($Qii:ic)kdx,

f dz
(z2+bz+c)k
Véta 1.2 (Rovnost polynomu)

Dva polynomy p(x) = > apa® a q(z) = Y brz* se na C (tj. i na R) rovnaji
k=0 k=0

prave tehdy, kdyz maji stejny stupen (n = m) a ay = by pro vSechna k =

0,1,...,n.

Definice 1.3 (Ireducibilni polynom nad R)
Polynom p nazyvame ireducibilnim nad R, pokud nemé zadny redlny koten.

Pozndmka. Polynom (ax? + bx + ¢)¥ je ireducibilnf nad R, pravé kdyz b? —
4dac < 0.

Postup 1.4 (Postup integrace racionalni funkce pomoci rozkladu na parcialni
zlomky)
Postup integrace racionalni funkce f %dx, kde stp < stq.

1. Faktorizace polynomu ¢ na ireducibilni polynomy nad R:

k ¢

Q(Q;) = an H(l’ — ai)"i H(xQ + bz + Ci)mi

i=1 i=1

2. Rozlozeni % na parcialni zlomky podle néasledujicich pravidel:

(a) Faktor typu (x — a)™ ve jmenovateli vede na parcidlni zlomky

Al + AZ + + An
r—a (x—a)? (x —a)™

(b) Faktor typu (z*+bx+c)™ ve jmenovateli vede na parcidlni zlomky

Bix + C Byzx + (Y P Bx+ C),
2+br+c  (22+br+c)? (22 4+ bx + )™
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3. Nezndmé koeficienty (viz A;, B; a C;) v ¢itatelich vsech parcidlnich
zlomk1 je nutné spocitat pomoci zpétného slouceni parcialnich zlomku
na spole¢ny jmenovatel.

4. Porovnanim vysledného polynomu v ¢itateli pomoci véty 1.2 s puvodnim
polynomem p(z) podle koeficientti u jednotlivich mocnin #* dostaneme
soustavu linearnich rovnic.

5. Resenim soustavy linearnich rovnic dostaneme rozklad racionalni funkce
na parcialni zlomky.

6. Postupna integrace jednotlivych parcidlnich zlomku.

2 |Zobecnény Riemanntuv integral

2.1 Definice a vypocet

Pozndmka. Pro spojitou funkci f na intervalu [a, b] jsme v zimnim semestru

definovali uré¢ity (vlastni) Riemannuv integral. V této kapitole budeme pro
b

tento integral pouzivat symbol Rf.
a

Definice 2.1 (Zobecnény a nevlastni Riemanntuv integrél)

Bud —oco < a < b < +00. Necht pro funkci f plati, ze (Vm € [a, b)) (EIRf f(t)dt),

b T b
resp. (Vx € (a,b]) (EIRf f(t)dt). Existuje-li limita lim R[ f(t)dt, resp. hm+ R f(t)dt,
T T—b— a Tr—a z
nazyvame tuto limitu zobecnénym nebo nevlastnim (v pripadé b = +o0,
b
resp. a = —oo) Riemannovym integralem, ktery znacime [ f(t)d¢. Déle

a
fikdme, ze pokud je tato limita konec¢nd, integral konverguje. V opac¢ném
pripadé integral diverguje.

Definice 2.2 (Kriticky bod)
b
Bod a € RU {400} U {—0oc} nazveme kritickym bodem integrélu [ f(z)dz,

kde b € R, jestlize a = +00 nebo a = —oo nebo a ¢ Dy.



Definice 2.3

Bud funkce f spojitd na intervalu [a,b] kromé bodu ¢ € (a,b) a necht
b

lim |f(x)| = 4+00. Rekneme, ze nevlastni integrél [ f konverguje, pravé kdyz
Tr—cC

a

c b
konvergujf integraly [ fa [ f.

a &

Véta 2.4 (Newtonova formule)
T b
Bud —oo < a < b < +o0. Necht IR f(¢)dt pro Vz € [a,b), resp. IR[ f(t)d¢
pro Vz € (a,b]. Necht k funkci f existuje primitivni{ funkce F' na intervalu
(a,b). Pokud existuje kone¢nd limita lim F(z), resp. liril F(z), pak integral
x—b—

r—a+

b
[ f(t)dt konverguje a plati

z—b— r—a+

/f(t)dt: lim F(z) — lim F(x).

Véta 2.5 (Metoda per partes)
Bud —oo < a < b < +00. Necht pro funkce fg' a f'g plati:

(vxeab HR/f dt/\HR/f )

resp.

(v;ceab HR/f dt/\EIR/f )

a necht existuji a jsou kone¢né limity hm+ f(x)g(x), resp. lllil f(z)g(z).
T—a

Pokud existuje alespon jeden z integralu f f(t)d' (t)dt a f f(t)g(t)dt, potom
existuje i druhy a plati:

b b

/f’(t)g( )dt = lim f(z)g(x) — lim f(x)g(x)—/f(t)g’(t)dt-

T—b— r—a+
a a



Véta 2.6 (Metoda substituce)
b

Bud b jedinym kritickym bodem integrdlu [ f a necht pro funkce f a ¢ plati:

a

1. f je spojita na (a,b),

2. ¢ je ryze monotonni a mé spojitou derivaci na |« 3).

3. p(la, B) = [a,b) tak, ze a = p(a) a b= lim o(¢).
pryl

Potom plati:

b B
/ f(x)de = / £ ((t)) £ ().

2.2 Konvergence
Lemma 2.7 (Referenc¢ni integraly)

1
bfxipd:c konverguje pro p < 1 a diverguje pro p > 1.

+00
J xipdx konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1.
1

Diikaz.  a) 0 je pro p > 0 kriticky bod.
(
1 ip p < 1
1 1 lim [%tl_p] = 1% — lim 1%:1:1_7’ =
1 dt z—0+ p z p x—0+ 7P
P x—=04+ ) tP
0 T 1
lim [lnt} = 400 p=1
\ x—0+ T
b) +oo je kriticky bod.
( . 400 p<1
- . 1i [; 1—p] — 1 i Lglr—
* 1 dt w—1>r—Poo 1_pt 1 1=p + m—EEoo 1_px 1 1
— = lim [ — = T P~
P z—+oo | P
1 1 T
lim [lnt} = 400 p=1
\ z—+4+o0 1
0



Véta 2.8 (Zakladni srovnavaci kritérium k0nV01 gcnce (ZSK))
Bud b jedinym kritickym bodem integrali f f a f g. Necht HRf fa EIRf g
pro Vx € [a,b) a 0 < f(z) < g(z )proVaz‘E(a b). Potom

b b
1. [ g konverguje = [ f konverguje,

b b
2. [ f diverguje = [ g diverguje.

T

Diikaz. Oznacme integraly jakozto funkce horni meze F(z) = R f(t)dt a

a

G(z) = R[ g(t)dt, kde snadno nahlédneme, ze 0 < F(z) < G(x) pro Vz €
(a,b).

1. Ukéazeme, ze lirgl F(z) existuje a je konecnd. Funkce F' je spojita a
T—b—
nerostouci funkce, protoze je definovana jako funkce horni meze in-

tegralu z nezaporné funkce f. Odtud plyne, ze limita lirgl F(z) exis-
x—b—

tuje a to bud konetnd nebo nekoneéné. Nekonecénd byt nemize, neb
dle predpokladu hI{l G(z) konverguje.
T—b—

2. ff diverguje, proto hm F(z) = 400. Z nerovnosti F(z) < G(z) a
hrmtnlho prechodu hm plyne hm G(z) = +oo.

Véta 2.9 (Limitni srovnavaci kritérium konvergence (LSK))

Bud b jedinym kritickym bodem integrali f fa f g. Necht HRf fa EIRf g
pro Vx € [a,b) a f(z) > 0 a g(z) > 0 pro V:z: € (a b). Necht ex1stuJe hmlta
lim % =ce RU{+o0}.

r—b—

Potom plati:

b b
1. Pokud 0 < ¢ < +00, pak [ f konverguje < [ g konverguje.



b b
2. Pokud ¢ > 0, pak fg diverguje = ff diverguje.

b b
3. Pokud ¢ < +o0, pak [ g konverguje = [ f konverguje.

3 |Kuzelosecky

3.1 Kartézsky systém souiadnic v R?

Pozndmka. Kartézsky systém souradnic (O, x, y). Posunuti (pfechod) do systému
(O, 2',y'), kde O = [z0, yo] transformacemi

x=x9+ 2,
y=y+y.

Definice 3.1 (Vzdélenost bodu)
Vzdélenost dvou bodu A = [x4,y4] a B = (x5, ys]:

d(A, B) = /(va — 25)2 + (ya — yp)>

Definice 3.2 (Vzdalenost bodu a piimky)
Vzdélenost bodu A = [z4,y4] a piimky p:

d(p, A) = min d(A, B).

Véta 3.3 (Vzdélenost primky od pocatku)
Vzdélenost piimky p : ax+by+c¢ = 0 od pocatku O = [0, 0] je ddna vyrazem

||
Vaz + b2

Diikaz. Vzdélenost pocatku O od primky p se realizuje na kolmici. Sestrojime
proto kolmici ¢ k ptimce p, kterd prochazi pocatkem a zméfime vzdalenost
bodu A pruniku piimek p a g od O.

Pripomenme, ze koeficienty a a b tvoii normélovy (kolmy) vektor k piimce
p. Proto pifmku ¢ hleddme ve tvaru ¢ : bx — ay + d = 0 neb vektor (b, —a) je
kolmy na (a,b). Nyni staci urcit koeficient d podle podminky O € ¢, odkud
d=0.

d(p,0) =



Dalsfm krokem je nalezeni priseciku A = [x4,y4] pifmek p a ¢. ReSenfm
rovnic

arg+bysa+c=0
bry —aya = 0.
dostaneme soutadnice pruseciku

ac B be
2 AT T
Nakonec spocitame vzdélenost bodu A od pocatku O
Va2e2 + b%c? |c|

d(p, O) = d(Oa A) = ,—a2 n b22 = \/m

TpA =

]

Disledek 3.4 (Vzdalenost primky od bodu)
Vzdalenost primky p : ax+by+c = 0 od bodu B = [z, yp| je ddna vyrazem

_ axp +byp + ¢

Diikaz. Pouzijeme vysledek Véty 3.3, pro ktery posuneme pocatek pomocné
soustavy soutradné (O, 2/, y') do bodu B, tj. poc¢atek O’ ma v puvodni souradné
soustaveé soufadnice O' = B = [zp, yg|. Transformaéni vztahy posunuti (O, z,y) —
(O, 2',y') jsou

d(p, B)

r=uxp+ 2,
y=yp+y.

Pifmka p m4 tedy v ¢drkované soustave rovnici p : a(zp+2")+b(yp+y')+c =
0, tj.
p:ar’ +by +arg +byg +c=0.
ozn. ¢
Podle Véty 3.3 je vzdalenost pocatku O’ od piimky p (vyjadiené v ¢arkované
soustave)

|

| _arp +byp + |

d(0',p) = =
N =T~ Jasp
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hyperbola

parabola

elipsa

kruznice

3.2 Kruznice a elipsa

Definice 3.5 (Kruznice)
Kruznice se stfedem v bodé S o poloméru r > 0

K={A:d(A4,S5)=r}.

Pozndmka. Necht S = [xg,y0] a bod A = [x,y]. Pak A € K kdyz d(A, S) =,
£,
(x —x0)” + (y — y0)* =17

Definice 3.6 (Elipsa)
Elipsa s ohnisky F} a F, a délkou hlavni poloosy a

E={A:d(A F)+d(A, F) =2a},
kde stted S se nachézi v poloviné usecky FiFy a 2a > d(Fy, Fy) > 0.

Pozndmka. Necht S = [0,0], F; = [—e,0], Fy = [e,0], tj. hlavni poloosa je
ve sméru osy x. Cislo e nazyvame excentricita (vystfednost). Rovnici vsech
bodu A = [z,y] € € dostaneme z defini¢ni rovnice

Ad(A, Fy) +d(A, F) = 2a

pomoci algebraickych manipulaci ve tvaru

2 2
z )
2 eE=h

11



kde mezi koeficienty a, b a e plati z Pythagorovy véty
2 + 0 = a®
Koeficient b se nazyva vedlejsi poloosa (b < a).Vrcholy elipsy se nachazeji v
bodech Vi 5 = [z £ a, yo], V34 = |20, yo £ 0]
Analogicky lze odvodit rovnici pro elipsu s hlavni poloosou ve sméru osy
Y.
Véta 3.7 (Rovnice elipsy)

Rovnice elipsy se stredem v bodé S = [zg, o], excentricitou e a hlavni polo-
0SOU a Ve Smeru osy &

(z — 20)? + (y — )’
a? b?
Rovnice elipsy se stredem v bodé S = [zg, o], excentricitou e a hlavni polo-
0sou @ ve smeéru osy ¥y

= 1.

(I - 900)2 (y - Z/o)2
= + s = 1.

Pro parametry a, b a e plati e + b? = a?.

Diikaz. Plyne z definice a predchozi poznamky. Vrcholy Vio = [z¢ £ a, yo],
Vsa = [x0,y0 £ b]. V prvnim piipadé, Fio = [ro £ €,y0]. V druhém pak
P = [x0,y0 T €]. [

3.3 Hyperbola

Definice 3.8 (Hyperbola)
Hyperbola s ohnisky F; a F, a délkou realné poloosy a > 0

MW= {A : ‘d(A,Fl) —d(A, F2>‘ - za} ,

kde stied S se nachazi v poloviné tusecky FFy a 2a < d(FY, Fy).

Pozndmka. Necht S = [0,0], Fy = [—e,0], Iy, = [e,0] (e—excentricita), tj.
realnd poloosa a je ve sméru osy x. Rovnici vsech bodu A = [z,y] € H
odvodime z defini¢ni rovnice

d(A7 Fl) - d(A7 FQ) - 2CL7

12



kterou je téz mozné zapsat ve tvaru
d(A7 Fl) - d(Aa FQ) = j:2a7

ktery vyjadiuje obé vétve hyperboly (pro z > 01z < 0). Po dosazeni za
definici vzdélenosti bodu jednu z odmocnin prevedeme na druhou stranu
rovnice

VE+e2+y?—/(z—e)?+y2=+2

a umocnime na druhou

(r+e)+y*=(z—e)?+y*+4da\/(z — )2 +y? + 4a>.

Tuto rovnici upravime a umocnime na druhou
?(e* — a?) — a’y? = a*(e* — a?).

Dle predpokladu je 0 < 2a < d(Fy, Fy) = 2e, proto a < e a muzeme zavést
parametr b? = e — a?, ktery nazveme imaginarni poloosou. Celkem rovnici
hyperboly zapisujeme ve tvaru

2 2
S
a2 b2
Vrcholy hyperboly se nachazeji v bodech V; 5 = [%a,0].
Analogicky lze odvodit rovnici pro hyperbolu s realnou poloosou ve sméru

oSy .

Véta 3.9 (Rovnice hyperboly)
Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [xg, yo], excentricitou e a redlnou
poloosou a ve sméru osy x

(r —w0)*  (y—1w0)?

a? B b2 =1

Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [xg, yo|, excentricitou e a redlnou
poloosou a ve sméru osy y
(r —w0)*  (y—1w0)?

e + a? =1

Pro parametry a, b a e plati e? = a? + b2,

13



Diikaz. Plyne z definice a predchozi poznamky. V prvnim piipade, Fio =
[zo £ e,y0] a Vig = [0 £ a,yo]. V druhém pak Fi o = [z, y0 £ €] a Vi
(%0, Yo + al. [

Véta 3.10 (Asymptoty hyperboly)
Hyperbola o rovnici
(r —m0)*  (y—1w0)? -1
a? B b2 B

ma v oo asymptoty
b

y:yoj:a(:c—xo).

Diikaz. 7 rovnice hyperboly umime vyjadrit dva funkéni predpisy

2

fra(z) = yo £ \/%(37 —20)? — b2,

které popisuji horni (y > yo) a spodni (y < yo) ¢ast grafu hyperboly. Snadno
nahlédneme, ze

2
lim \/b—($ —x9)? — b — g(x —x9) =0.

z—o00 \ a2

3.4 Parabola

Definice 3.11 (Parabola)
Parabola s ohniskem F' a tidici primkou p

P={A:d(A,F)=d(Ap)}.

Vrchol paraboly V' se nachazi v poloviné vzdélenosti d(F, p) od ohniska F' na
normale k fidici ptimce prochéazejici ohniskem F'.

Pozndmka. Necht V = [0,0], F = [0,¢], p: y = —e a e > 0, tj. parabola
je oteviena v kladném sméru osy y. Rovnici vSech bodu A = [z,y] € P
dostaneme z defini¢ni rovnice

d(A, F) = d(A,p),

14



t].
2+ (y—e)? =+/(y+e)?

odkud pomoci algebraickych manipulaci dostaneme rovnici paraboly ve tvaru
z? = dey.

Analogicky 1ze odvodit rovnici pro parabolu otevienou v kladném sméru
osy x: y*> = 4ex. Pokud e < 0, je parabola oteviena v zdporném sméru os.

Véta 3.12 (Rovnice paraboly)
Parabola s vrcholem v bodé V' = [z, yo] a excentricitou e polozend v kladném
(e > 0) nebo zdporném (e < 0) sméru osy x ma rovnici

(y — y0)2 = de(r — x0).

Parabola s vrcholem v bodé V' = [z, yo] a excentricitou e polozend v kladném
(e > 0) nebo zaporném (e < 0) sméru osy y ma rovnici

(z — I0)2 = de(y — yo).

4 |Polarni souradnice

4.1 Definice

Pozndmka. Kartézské souradnice bodu znacime v této kapitole indexem £,
napi. A = [x,ylx; nové definované polarni souradnice pak indexem p, napf.
A= [T7 SO]P'

Definice 4.1 (Polarni soutradnice)

Bod [r, ¢], v polarnich soufadnicich lezi ve vzdélenosti || od pdlu [0, 0]; na
poloptimce svirajici s polarni osou thel ¢, pokud r > 0; thel ¢ + 7, pokud
r < 0 nebo libovolny thel, pokud r = 0.

Pozndamka. Zakladni vlastnosti polarnich souradnic:
1. Nejednoznacnost [r, ¢|, = [r, ¢ + 2k, pro Vk € Z.
2. Pocdtek (=pdl) [0,0]x = [0, ¢], pro Vo € R.
3. ety =[=r ¢l

15



Véta 4.2 (Vztah polarnich a kartézskych soutradnic)
Bod [r, ¢|, v polarnich soutadnicich je bod [z, y], v kartézskych soutadnicich,

kdyz plati
T =T Cosp,
y = rsinp.
1. r=0:[0,0]x = [0, ¢], pro Vo € R a proto obé¢ rovnosti plati.

Dukaz.
2.r > 0:x = rcosp, y = rsiny udavaji polohu bodu na kruznici, tj.

2+ y? =12

3. r < 0:[r,¢], = [-r,¢ + 7, piicemz —r > 0 muzeme pro tuto volbu
pouzit predchozi, jiz dokézany, bod:

—rcos(p + m) = —r(cos pcosm — sinpsinT) = rcos @,

€r =
y = —rsin(¢+m) = —r(sinpcosm + cos psinm) = rsin p.

Dusledek 4.3 (Inverzni vztah polarnich a kartézskych soufadnic)

e Pro z # 0 plati ¢ = arctg £ a r* = 2* + y°.
e Pro y # 0 plati ¢ = arccotg % ar?=a?+y>

e Prox=0ay=0jepecRar=0.

4.2 Symetrie v polarnich souradnicich

Definice 4.4 (Symetrie v poldrnich souradnicich)

Rekneme, ze kiivka £ je symetrickd podle
—pl, €L & [r,o+2kn], € L proVy aVk € Z;

e osy z, plati-li [r,
[r, ¢ + 2km], € L pro Yy a Vk € Z;

e osy y, plati-li [r,m— ], € L <
[r, ¢ + 2kn], € L pro Vo

e polu O (pocatku), plati-li [—r,¢], € L <
a Vk € Z.

Lemma 4.5
Je-li krivka zaroven symetrickd dle osy x a osy y, pak je symetricka dle

pocatku.
16



Diikaz. Podle definice symetrie dle poc¢atku chceme ukazat, ze plati
relhel < [-r¢l, €L

Vyjdeme z levé strany:

[r,elp € L = [r, —¢lp € L & J=rm—yl, € L = (=7, 0]y € L,
sym. dle x () sym. dle y

kde jsme symbolem (%) oznacili pouziti vlastnosti polarnich soufadnic

[_Rv ¢]P = [R7 gb + T]P

pro R:=—ra ¢ := —p. O

4.3 Priklady ktivek v polarnich souradnicich

Archimedova spirala {Iryolp :m=1—2cosp}
{[r.elp:r=1,0 >0}

17



0.5 1.0

Kardioida (srdcovka) r =1 + cos(yp) Kardioida (srdcovka) r = 1 + sin(yp)

Kardioida (srdcovka) r = 1 — cos(p) Kardioida (srdcovka) r = 1 — sin(yp)
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T T T .
-15 -1.0 =6 0 1.0 L5

Ulita r = 1 + 2sin(yp) Ulita r = 1 + 4sin(p)

T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Ulita r» = 1 + 8sin(yp) Ulita r = 1 + 4 cos(yp)
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0.5+ 0.5

-0.5 -0.5 4

M -1.0-

{lr,#lp s 7= cos(2p)} {[rely : 7 = cos 2¢}

4.4 Vypocet plochy v polarnich souradnicich

Véta 4.6 (Vypocet plochy)
Méjme spojitou funkci r = p(y), kterd na [a, 8] neméni znameni. Potom

B
plocha ve vyseéi od wdo B je A=1 [ (p())? de.

Diikaz. Necht bez tjmy na obecnosti (BUNO) je p > 0 na [a, f]. Uvazujme
rozdéleni

oc={a=po <1 < <1 <, =}

intervalu [a, (] a ozna¢me

mi = min{p(@) : ¢ € [pe-1, 0k}, M =max{p() : ¢ € [pr_1, il}-

Potom obsahy Ay plosky {[r, ¢l, : ¢ € [gr—1,06] N0 <1 < p(p)} se daji Vk
odhadnout dolni a horni kruhovou vyseci

1 1
Emi(SDk —p-1) < Ap < §M;3(30k — Pk_1)-

Tato nerovnost ovSsem plati pro vSechna rozdéleni o, proto celkovou plochu

A = > Ay 1ze podle Riemannovy definice urcitého integralu spocitat vzorcem
k

A:

N =

B
[ P*(p)de. O
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Veta 4.7

Meéjme spojité funkce p;(¢) > pa(p) pro Ve € [a, B]. Potom plocha ve vyseci

p e
B
od a do 8 mezi témito funkcemi je A =1 [ (p1(0))* = (pa(¢))? de.

4.5 Vzdalenost v polarnich souradnicich

Véta 4.8 (Kosinova véta)
Vzdélenost dvou bodu A = [ra, pal, a B = [rg, v5], je:

d(A, B)2 = 7"124 + r% —2rargcos(pp — wa).

Dikaz. Vyjdeme z definice vzdélenosti dvou bodu A = [ra,yalr a B =
[z, yglr v kartézskych souradnicich a prejdeme do souradnic polarnich po-
moci Véty 4.2
d(A,B)? = (x4 —2p)* + (ya —yp)* =
ri cos? PA—27r AT B COS P 4 COS goB—i-r% cos? goB—i-rfl sin? PA—2r AT R SIN P4 Sin Y+
r%sin? pp =

2, .2 . . 2,2
TA+TE—2rATB COS A COS PR—2T ATBSIN YA SIN Y = T4 +T5—2r4TR cos(gpA—
©B) L

5 |Krivky dané parametricky

5.1 Definice a priklady krivek a jejich parametrizace

Definice 5.1 (Krivka dana parametricky)
Necht X = X (t) a Y = Y (¢) jsou funkce diferencovatelné na (a, ) a spojité
na [a, #]. Pak mnozinu bodu

{[X(®),Y(®)] € R*: t € o, B},

nazvyvame kiivkou danou parametricky.
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-10 -
Descartuv list {[z, 9], : #* +3* =  Asteroida {[z,y]y : #3 + y3 = a3}
azy}. Parametrizace z(t) = acos3 ¢ Parametrizace z(t) = acos’t a
a y(t) = asind t. Dosadfme: y(t) = asin’t.

a® = 3a(costsint)3.

2.0

1.5

1.0

0.5

o]

T T T
0 5 10 15

Cykloida {[z, y]x : z(t) = a(t — sint),y(t) = a(l — cost),t > 0}

5.2 Tecny ke krivce dané parametricky

Pozndmka. Pro derivaci funkef podle parametru (typicky ¢ je ve fyzice case
apod.) se ¢asto pouzivd znaceni derivaci teckow: $£X(t) = X(t), LY (t) =
Y (t).
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Véta 5.2 (Rovnice tecny)
Meéjme kiivku {[X(t), Y (t)] : t € [o, 8]} a necht pro to € (a, ) je alespon

jedna z derivaci X (t9) a Y (o) nenulové. Pak rovnice te¢ny ke kiivce v bodé
[X(t0), Y (to)] je

Y(to)(z — X(to)) = X(to)(y — Y(t0))-
Diikaz. 1. Necht X(t) # 0:
Sestrojime se¢nu s prochézejici bodem [X (¢), Y (t9)] a néjakym blizkym
bodem [X (to+h), Y (to+h)] (h > 0 malé) a pomoci limitniho pfechodu
h — 0 ziskame rovnci tecny t : y = kz + q. Smérnice k, takové secny
ma rovnici

_ Y(to+h) = Y(to)
B0 = Rt b~ X (o)

Provedeme-li limitni ptechod h — 0, dostaneme smérnici tecny k v
bodeé [X (to), Y (to)]:

Y (t)

k= lim ks(h) — lim Y(to + h) - Y(tO) . Y(to + h) — Y(to)

h
B0 o0 X (fo +h) — X(to)  hoo X(to +h) — X(to)

X (to)

Koeficient ¢ vypocitdme po dosazeni bodu [x(tg), y(to)] do rovnice tecny

0= Y(to) — kX (o) = ¥ (t0) — f.(iiz;X(to).

Odtud dostavame tvrzeni véty.

2. Je-li X(to) = 0, pak X(t) = X(ty) a podle pfedpokladu je nutné

Y (to) # 0. Dostavame tedy vertikalni te¢nu o rovnici x = X (to).
[

5.3 Plocha v krivce dané parametricky

Véta 5.3 (Plocha v kiivee)

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [, ]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prostd, X spojitd a Y > 0 na [a, B]. Potom plocha vymezena kiivkou a osou
x je dana vzorcem

8
A= /Y(t)X(t)dt.
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Diikaz. Protoze X (t) je prostd funkce, existuje k ni inverzni funkce X! a
vztah z = X (t) Ize invertovat na t = X ~!(z). Kiivku v parametrickém popisu
muzeme zaroven uvazovat jako kiivku danou grafem funkce f s predpisem

Plocha pod grafem funkce f je

A:]ﬂ@w,

kde meze a a b jsou dany obrazem bodu « a f:

5.4 Délka krivky dané parametricky

Véta 5.4 (Délka parametrické kiivky)
Necht X a Y jsou spojité funkce na [«, §]. Délka kiivky dané parametricky
je dana vzorcem

B
I :/\/(X(t))2+ (V())2dl.

Véta 5.5 (Délka kiivky v polarnich souradnicich)
Necht r a7 jsou spojité funkce na [, 3]. Délka kiivky v poldrnich souradnicich

B
L= [V T e
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Dikaz. Ve Véteé 5.4 prejdeme do polarnich souradnic vztahy

X(p) =r(p)cos g,
Y(p) = r(p)sinp,

pro které plati ‘ ‘
X2 +Y? =0+

O

5.5 Objem a povrch rotujici kirivky dané parametricky

Véta 5.6 (Objem kiivky rotujici okolo osy x)

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [o, ]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prosté, X spojitd a Y > 0 na [, B]. Potom objem télesa, které vznikne rotaci
kiivky dané parametricky okolo osy x je dan vzorcem

B

V= W/Y2(t)X(t)dt.

«

Véta 5.7 (Objem kiivky rotujici okolo osy ¥)
Necht {[X(t),Y(t)] : t € [o, ]} je kiivka dand parametricky a necht Y je

prostd, Y spojitd a X > 0 na [«, 8]. Potom objem télesa, které vznikne rotact
kiivky dané parametricky okolo osy y je dan vzorcem

B
V= W/XQ(t)Y(t)dt.

Véta 5.8 (Povrch kiivky rotujici okolo osy )

Necht {[X(¢),Y(¢)] : ¢t € [, ]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prostd, X aY spojité a Y > 0 na [a, 8]. Potom povrch télesa, které vznikne
rotaci kiivky dané parametricky okolo osy z je dan vzorcem

B
p- 27r/Y(t)\/(X(t))2 V() dt.

25



Véta 5.9 (Povrch kiivky rotujici okolo osy y)

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [a, B8]} je kiivka dand parametricky a necht Y je
prostd, X aY spojité a X > 0 na [a, #]. Potom povrch télesa, které vznikne
rotaci kiivky dané parametricky okolo osy v je ddn vzorcem

B
P 27T/X(t)\/(X(t))2 V()2 dt.

6 |Supremum a infimum

Definice 6.1 (Spocetnd mnozina)
Rekneme, ze mnozina M je spocetna pravé tehdy, kdyz existuje funkce f :
N — M, kterd je prosta a na, tj. f(N) = M.

Definice 6.2 (Supremum)
Nejmensi horni zavora mnoziny M se nazyva supremum M a znadci sup M.

Definice 6.3 (Infimum)
Nejvétsi dolni zavora mnoziny M se nazyva infimum M a znaci inf M.

Véta 6.4 (O existenci suprema a infima)
Kazda neprazdna shora, resp. zdola omezena mnozina M C R ma své supre-
mum, resp. infimum.

Véta 6.5 (O blizkosti suprema k M)
Bud s = sup M. Pak (Ve > 0)(Iz € M)(s —e <z < s).

Diikaz. Nerovnost x < s plyne rovnou z definice suprema neb s je horni
ZAVOTA.

Nerovnost s — ¢ < x dokdzeme sporem. Necht Je > 0 tak, Ze Vo s — & > .
To je rovnou spor s tim, ze s je nejmensi horni zavora a pfitom s — ¢ je jesté
mensi nez s. O

Véta 6.6 (O blizkosti infima k M)
Bud ¢ = inf M. Pak (Ve > 0)(3z € M)(i <z <i+e).

Diikaz. Dukaz se provede podobné jako v predchozi véte. n
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Véta 6.7 (O supremu)
Bud M neprazdné a shora omezend mnozina. Potom existuje pravé jedno
¢islo s takové, ze plati:

1. vlastnost suprema : (Vx € M)(x < s).
2. vlastnost suprema : (Vs' € R)(s' < s)(3x € M)(s' < z).

Véta 6.8 (O infimu)
Bud M neprazdné a zdola omezend mnozina. Potom existuje pravé jedno
¢islo ¢ takové, ze plati:

1. vlastnost infima : (Vz € M)(z > 1).

2. vlastnost infima : (Vi € R)(¢' > i)(Jz € M)(i' > x).

7 |Posloupnosti realnych cisel

7.1 Definice

Definice 7.1 (Ciselna posloupnost)

Posloupnost redlnych cisel je funkce a : N — R. Hodnota posloupnosti pro
dané n € N se nazyva cClen posloupnosti a je mozné jej znacit stejné jako
hodnotu funkce v bodé, tj. a(n). Obvykle vsak budeme pouzivat znaceni a,,.

Definice 7.2 (Monotonie posloupnosti)
Rekneme, ze posloupnost {a,} je

1. ostfe rostouci < a, < a,11 pro Vn € N,
2. rostouci (neklesajici) < a, < a,1 pro Vn € N,
3. ostfe klesajici < a, > a,11 pro Vn € N,
4. klesajici (nerostouci) < a, > a,4+1 pro Vn € N.

Definice 7.3 (Omezenost posloupnosti)
Rekneme, ze posloupnost {a,} je

1. omezend shora < (IK € R)(a, < K) pro Vn € N,

2. omezend zdola < (IK € R)(a, > K) pro Vn € N,
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3. omezend < (IK > 0)(|a,| < K) pro Vn € N.

Pozndmka. Vlastnosti funkce f : R, — R se daji pouzit i na posloupnost
a, = f(n), n € N. Pokud napft. funkce f ostie klesd, pak i posloupnost f(n)
ostre klesd. Pozor, obrdcené to neplati. Napr. posloupnost a, = sin 25 je
klesajici, ale funkce f(z) = sin Z neni monotonni.

7.2 Limita posloupnosti

Definice 7.4 (Limita posloupnosti)

lir+n a, =/ & (Ve > 0)(Ing € N)(¥Yn > ng)(lan, — €] < ¢)
n—-+0oo

lir+n a, = +00 & (Va > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(a, > «)
n—-+0oo

lirf a, = —00 & (Va > 0)(Ing € N)(Yn > ng)(a, < —a)
n—-+0oo

Véta 7.5 (O jednoznacnosti limity)
lim a,=¢A lim a,=m={=m.
n—-+00 n—-+0oo
Diikaz. Dukaz provedeme sporem podobné jako v piipadé dukazu jedno-
znacnosti limity v prvnim semestru.
Sporem: £ # m a zvolme ¢ = 1|¢ —m| > 0. Pak plati

1 1 1 1
O<5:§]€—m|:§\€—an~l—an—m\§§|€—an|+§\m—an|

7 definice lim a, = /¢, resp. lim a, = m plati, ze dnq, resp. dny tak,
n—-+oo n— 0o

ze |0 — a,| < € pro ¥n > nyq, resp. |m — a,| < € pro Vn > ny. Zvolme
no = max{ny, ny}, pak

1 1 1 1
0<6§§|€—an|+§|m—an|<§5+§5:€.

A to je spor. m

Definice 7.6 (Konvergence posloupnosti)
Posloupnost majici kone¢nou limitu se nazyva konvergentni, v opa¢ném piipadé
divergentni.

Véta 7.7
Kazd4a konvergentni posloupnost je omezena.
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Diikaz. Necht a,, — €. Je-li £ = 0, pak pro libovolné € > 0 existuje z definice
limity takové nyg, ze |a,| < € pro ¥n > ny. Omezujici konstantu K > 0 pak
staci zvolit jako

K =max{e,ay,as,...,a,,_1,0n,}-

V pripadé, ze £ # 0, pouzijeme pomocnou posloupnost b,, = a,,—¥, pro kterou
plati b, — 0 a tudiz pouzijemen piedchozi vysledek dukazu. O

Dusledek 7.8

Kazda neomezena posloupnost diverguje.

Véta 7.9 (Supremum / infimum jako limita posloupnosti)
Omezena neklesajici, resp. nerostouci posloupnost konverguje k nejmensi
horni, resp. nejvétsi dolni zavore.

7.3 Limes superior a limes inferior

Definice 7.10 (Vybrana posloupnost)

Rekneme, ze posloupnost {b,} je vybrana z posloupnosti {a,} préavée tehdy,

kdyz existuje ostfe rostouci posloupnost indexu {k,} C N, lir+n k, = +o00,
n—-+0oo

takova, ze b, = ay, pro Vn € N.

Definice 7.11 (Hromadna hodnota posloupnosti)
Bod a € RU {400, —o00} nazveme hromadnou hodnotou posloupnosti {a,,}
prave tehdy, kdyz existuje posloupnost {ay, } vybrand z {a,}, pro kterou

lim ag, = a.
n——+00
Véta 7.12
Kazda posloupnost ma hromadnou hodnotu, pricemz mnozina vSech hro-
madnych hodnot mé sviij nejvétsi i nejmensi prvek (pfipoustime i £00).

Definice 7.13 (Limes superior)
Nejvétsi hromadnou hodnotu posloupnosti {a,} nazyvdme limes superior
a znacime lim sup a,,.
n—-+00
Definice 7.14 (Limes inferior)
Nejmensi hromadnou hodnotu posloupnosti {a,} nazyvame limes inferior

a znacime liminf a,,.
n—-+00
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Véta 7.15
Pro kazdou redlnou posloupnost {a,} plati

lim a,=¢ < limsupa, =liminfa, = /.
n—+00 N— 400 n—+00

7.4 Pocitani limit
Véta 7.16 (Pociténi limit)
Necht a,, — ¢, b, — m a o € R. Pak plati

e a,+b, = l{+m,
e aa, — al,

e a,b, — Im,
an Ea
[ ] E o

maji-li vyrazy na pravych strandch smysl (nejsou IND).

Véta 7.17
a,—1 < (a,—1)—0 < Ja,—1—0.

Véta 7.18 (O seviené posloupnosti - sendvicova)
Necht (Ing € N)(Vn > ng)(a, < b, < ¢,). Pokud lim a, =/fa lim ¢, =/,

n—-+o0o n—-+0o

pak lim b, =/

n—-4o00

Diikaz. Dukaz se provede podoné jak u sendvicové véty v zimnim semestru.

]

Dusledek 7.19
(Fno € N)(Vn > ng)(|b,| < ¢)(en = 0) = b, — 0.

Veéta 7.20
Bud ¢, — ¢ a (Vn € N)(c, € Dy), kde funkce f je spojitd v bodé ¢. Potom

lim f(c,) = f(c).

n—-+oo

Diikaz. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ vime, ze pro néjaké € > 0 existuje
0 > 0 tak, ze

|l —c| <0=|f(x)— flc)] <e.
Zéaroven z definice limity ¢, — ¢ nalezneme pro dané § > 0 takové ng € N,
ze ¥n > ng je |¢, — | < d. Proto pro Vn > ng plati |f(c,) — f(c)| < €, coz
bylo dokazati. O
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Definice 7.21 (Hromadny bod mnoziny)

Necht M je podmnozina redlnych ¢&isel. Bod a nazveme hromadnym bodem
mnoziny M (znacime a € M’), pokud plati (Ve > 0)(Jz € M)(la — x| < ¢)
Véta 7.22 (Heine)

Bud f redlnd funkce a a € (Dy)', tj. a je hromadnym bodem D;. Pak plat{
lim f(x) =¢ < lim f(z,)=¢ pro Y{z,} CDs:z,#a N x, —a

r—a n—-+00

Dukaz. Dukaz ekvivalence provedeme ve dvou krocich.

1. ,=*“ Predpokladdme, ze lim f(z) = ¢, tj.
Tr—a

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € D\ {a})(Jx —a| <d=|f(z) — ¢ <¢)
a chceme ukézat, ze pro dané € > 0 existuje ng takové, ze Vn > ng plati

|f(x,) — €] <e.
Ziejmé tedy staci zvolit ng tak, aby Vn > ng bylo |z, —a| < .
2. ,<“: Sporem. Predpokladejme, ze nl_l)IJquoof(xn) =/{a —|a1:1_r>1(11 flz) = ¢,
tj.
(Fe > 0)(V0 > 0)(Fz € D\ {a})(|lz —a| < oA |f(z) — L] > ¢).

Ozna¢me pomocnou mnozinu M = {x € Dy : |f(xz)—¢| > €}. Ujasnéme
si, ze a € M, nebot (V§ > 0)(3x)(|z —a| < A|f(z) — €] > ¢) (proto
M #0).

Nyni zvolme néjakou posloupnost {z,} takovou, ze Vn € N plati: z,, €
D¢\ {a}, z, - a a x, € M (to lze, neb a je hromadnym bodem
M) . Podle predpokladu plati pro takto zvolenou posloupnost {x,}, ze

lim f(x,) =/, coz je ale spor s konstrukci mnoziny M.
n—oo

]

Véta 7.23 (Cauchyho vzorec)

Bud {a,} posloupnost kladnych redlnych ¢isel a necht existuje kone¢nd limita
. An41 . . . n ,

ngrfoo —. Potom existuje nglfoo /a, a plati

. . An+1
lim /a, = lim .
n—-+4oo n—+oo (0%

31



Véta 7.24 (Stolzuv vzorec)
Bud'te {a,} a {b,} posloupnosti takové, Ze b,,1 > b, > 0 pro viechna n € N

a lim b, = 4o0o. Necht existuje lim = Potom existuje lim = a
n—-+oo n——oo ntl™on n—+oo ’n
plati
. ap . Ap41 — Ap
lim — = lim ————.
n—-+00 bn n—-+00 bn+1 — bn

7.5 Cislo e

Veéta 7.25
Pro Vn € N plati

1 n 1 n+1
(1+—) §e§(1+—) ,
n n

pricemz posloupnost (1 + %)n ostre roste k e a posloupnost (1 + %)nﬂ ostre

klesa k e:
1 n 1 n+1
lim (1 + —) =e, a lim (1 + —) =e.
n—r—+oc0 n n—r+00 n

Diikaz. Pti dukazu vyjdeme z definice obecné mocniny a pouzijeme definici

pfirozeného logaritmu Inz = [ %, kde ¢t > 0.
1
ProVn e NaVt € [1,1+ 1]

1
1+2

<<l

S

Nyn{ tuto nerovnost zintegrujeme pres interval [1,1 + <]

1+1 1+ 1+

1 1

[ iries [ as [
1+ 1 t

1 1

1

a po upravé dostaneme (s vyuzitim definice prirozeného logaritmu)
1 1 1
<lhnh(l+-—)<~—.
n+1 n n
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Tato nerovnost je klicem k dukazu véty, neb po vlozeni do argumentu expo-
nencialni funkce dostavame

1 1 1
en1§(1+—)§en’
n

odkud

1 n
e2(1+—) .
n

Pomoci sendvicové véty nakonec dokazeme, ze limitou obou posloupnosti

je e:
e 1\"
€ <— 1 S (1 + _) S €,

resp.

1 1+n 1

e§(1—|——> §(1+—)e—>e.
n n
Dukaz monotonie je obtiznéjsi a proto jej vynechame. O]

Véta 7.26

Pro vsechna x € R plati

lim (1—|—£> = e”.
n

n—-4o0o

Dukaz. Dukaz provedeme piimo pomoci funkce In. Pro pevné = € R upravme

vyraz
n In(1+ %) —In(1
111(1—1—{) =n1n<1+f)=x ( ”x) (1)
n n n
a oznacme h = %. Zrejmé h — 0 pro n — +oo a v limitnim prechodu
dostaneme
. In(1+h)—1In(1) , 1
xéli% h ’ =z (Inz),_, = Ty =2
derivace nz
Celkem o
lim In <1 + —) =z,
n——+oo n
odkud jiz plyne tvrzeni véty. O
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7.6 Dalezité priklady

Lemma 7.27
Necht |z| < 1, pak 2" — 0.

Diikaz. Vyjdeme z nerovnosti
—la]* < 2" < Jaf",
a ukdzeme, ze |z|™ — 0, tj. dle definice limity
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > no)(|z]" < e).

Hleddme tedy takové ng, aby pro dané e a Vn > ng platilo |z| < en. Protoze
en — 1a |z| < 1, takové ng lze vzdy najit. Ze sendvicové véty o limité
seviené posloupnosti pak jiz plyne dikaz. O]

Lemma 7.28
Vz € R plati fl—? — 0.

Diikaz. Pro libovolné k € N takové, ze k > |z| a n > k plati

AL k k k k k Ek+t 1
— = . - < — = 0.
n! Klk+1k4+2 n—2n—-11]n k! n
<1 <1 <1 <1 nezavisi na n
Ze sendvicové véty tedy plyne tvrzeni véty
|x’n kn kk—H 1
0<—<—=< — — 0.
n! n! k! n
O
Lemma 7.29
oz>0platinia—>0.
Diikaz. Pro dané « plati, ze dp € N takové, ze é < «. Pak
1 1\ /1\*
0<—=1—-) <(—-] —0
ne n n
nebot f(z) = ¥ je spojita v 0. O
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8 |Nekonecné rady

8.1 Definice

Definice 8.1 (Nekone¢na rada)
Necht {a,} je ¢iselnd posloupnost. Posloupnost {s,} definovanou jako n-ty

¢asteény soucet clenu posloupnosti s, = > ax nazveme nekonecénou ¢iselnou
k=1

“+o00o
fadou vytvotrenou z posloupnosti {a,} a zna¢ime »_ a,. Existuje-li limita
nl_lgl@ S, = 8, pak ji nazyvame souctem nekoneénén;;dy. Je-li s € R, resp.
s = =00, resp. limita 1_1&1 s, neexistuje, pak rikame, ze nekonec¢na rada
n oo
konverguje, resp. diverguje, resp. osciluje (nebo téz diverguje).

Véta 8.2 (Geometricka rada)

+oo
1
<l = "= 1
o St )
+oo
lz] >1 = Zx" diverguje. (2)
n=0

Diikaz. Tvrzeni plyne z vlastnosti limity lim 2" po provedeni limitniho
n—-+00
prechodu v souctu konecéné geometrické rady:
n
1— l.n+1
lim Zxk = lim —
k=0

n—-+00 n—st+oco 1 —x

[
Véta 8.3
+o0o —+o00 S +o00o
Jestlize > a, =a, > b, =babud a € R, pak > (aa, +b,) = aa+b
n=1 n=1 n=1

8.2 Nutna podminka konvergence rad

Véta 8.4 (Nutnd podminka konvergence)

+00

E a, konverguje = lim a, =0.
1 n—+o0o

n=
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Diikaz. Necht fada konverguje, tj. posloupnost ¢dsteénych souctti méa konecnou
limitu s, — ¢. Z definice ¢astecnych souctu lze psat a, = s, — S,_1 pro
Vn =2,3,.... Potom

lim a,= lim s, — lim s, {=¢—¢=0.

n—-+00 n—-+00 n—-+00
O
Dusledek 8.5
+oo
ap -0 = Zan diverguje
n=1

8.3 Konvergence rad s nezapornymi cleny

Véta 8.6
Rada s nezépornymi éleny konverguje pravé tehdy, kdyz je posloupnost ¢ésteénych
souctu omezena.

Dikaz.

1. ,,=“ Rada konverguje, tj. posloupnost {sn} konverguje a proto je ome-
zend (viz Véta 7.7).

2. ,<“: Posloupnost {s,} neklesa, neb predpokldddme nezaporné cleny
a,. Proto limita s, je bud kone¢nd nebo nekoneénd. Nekonecnd byt
ovSem nemuze, neb je {s,} dle predpokladu omezena.

]

Véta 8.7 (Integralni kritérium)
Necht je funkce f kladnd, spojitd a klesajici funkce na intervalu [1, +00). Pak

+o0 oo
Z f(n) konverguje <& / f(z)dx konverguje
n=1 1

Diikaz. 7 predpokladanych vlastnosti funkce f plati nerovnost

k+1

/kf(x)dxzf(k)z /f(:v)dx,

k k
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kterou vyscitanim pies k = 2..n a limitnim prechodu n — +oo upravime na

+o00o +oo +oo
1/ f(x)dxz; fk) > 2/ F(z)dz.

Odtud jiz pomoci zakladniho srovnavaciho kritéria (Véta 2.8) plyne tvrzeni
véty. O
Véta 8.8 (Zakladni srovnavaci kritérium)

Necht pro vsechna n € N plati 0 < a,, < b,. Pak

+00 +oo
Zan diverguje = an diverguje
n=1 n=1
“+o0o +oo
an konverguje = Zan konverguje
n=1 n=1
Véta 8.9 (Limitni srovnavaci kritérium)
+o00o +00
Necht > a, a Y b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny. Jestlize existuje limita
n=1 n=1
L = lim 3%, potom plati:
+oo +oo
0<L<+4o00: Zan konverguje < Z b, konverguje (3)
n=1 n=1
+00 +o0o
L < +4o0: an konverguje = Zan konverguje (4)
n=1 n=1
“+o0o +o0o
L>0: an diverguje = Zan diverguje (5)
n=1 n=1

Véta 8.10 (Cauchyho odmocninové kritérium)
+o00
Bud Y a, fada s nezdpornymi ¢leny. Necht existuje limita L = liin .
n=1 n=+o00
Pak plati:
+o0
L<1l = Zan konverguje (6)
n=1
+oo
L>1 = Zan diverguje (7)

n=1
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Véta 8.11 (d’Alembertovo podilové kritérium)
+o00
Bud Y a, fada s kladnymi ¢leny. Necht existuje limita L = lim il Pak

n—1 n—-+oo UM
plati:
400
L<1 = Zan konverguje (8)
n=1
+oo
L>1 = Zan diverguje 9)

n=1

8.4 Absolutni konvergence

Definice 8.12 (Absolutni konvergence)

+00 +00
Pokud konverguje fada Y |a,|, fikdme, ze fada ) a, konverguje absolutné.
n=1 n=1

Poznamka. Konvergentnim fadam, které nekonverguji absolutné rikame ne-
absolutné konvergentni.

Véta 8.13

+o0 too
Jestlize fada > |a,| konverguje, pak konverguje i fada _ a,.
n=1 n=1

Diikaz. Vyjdeme z nerovnosti
_|an| S (07% S |an|a
kterou upravime na
0 < lan| + an < 2|ay].
Ze srovnavaciho kritéria dostdvame tvrzeni véty, nebot
+oo

—+oc0o
a, = a, + |a — a
S =3 ol au]

"='K ze srov. krit. K dle predp.

Dusledek 8.14
Kazd4a absolutné konvergentni fada je konvergentni.

Véta 8.15 (Riemann 1867)

Absolutné konvergentni rady davaji po ptrerovnani stejny soucet. Neabso-
lutné konvergentni fady lze preuspotradat tak, aby jejich soucet bylo libovolné
realné cislo.
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8.5 Alternujici rady

Definice 8.16 (Alternujici fada)
- too
Radu > (—1)"*'b,, kde b, > 0 pro Vn € N nazyvdme alternujici fadou.

n=1
Véta 8.17 (Leibnizovo kritérium)
Necht {b,} je klesajici posloupnost kladnych &fsel, tj. 0 < b,y1 < b, pro
Vn € N. Pak plati:

+oo
Z(—l)"“bn konverguje <« lim b, =0.
—t n—-+o00

Dikaz.
1. ,=*: Piimo nutnd podminka konvergence.

2. ,<=“ Budeme zkoumat posloupnost cdstecnych souctu a to nejprve
sudé a pak liché ¢leny. Vsechny sudé cleny posloupnosti {s,} tvoii
rostouci posloupnost, nebot

Son = Sop—1 — bap = Sop—2 4 bap—1 — bay, > Sop_o.
—_—

>0

Vsechny liché ¢leny posloupnosti {s,} tvoii naopak klesajici posloup-
nost, protoze

Son41 = Son + bont1 = Sap—1 + bopt1 — bay, < S9p_1.
———
<0

Posloupnost {s2,11} je navic zdola omezena 0 a proto existuje konecnd

limita lim sg,1, kterou ozna¢me £. Stejnou limitu ma i rostouci po-
n—-+00

sloupnost sudych c¢lenu
Sop = Sop—1 — boy = L —0 =1/

a protoze obé posloupnosti pokryvaji vsechny prvky posloupnosti {s,},
plati s,, — (.

]
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Véta 8.18 (Odhad souctu alternujici rady)
Necht {b,} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel takovou, ze b, — 0 a bud

+00
s € R soucet alternujici fady s = > (—1)""'b,,. Potom plati

n=1

Sop < § < Sopr1 Vn €N

a navic n-ty ¢dstecny soucet s, aproximuje s s presnosti b, 1, tj. |s — s,| <
bny1 pro Vn € N.

Diikaz. Vyuzijeme vysledkt predchoziho dikazu

Sop+2 = Sop + bany1 — bopyo > Sa,  rOSte k s

Son+1 = Sop—1 — bap + bopy1 < sgp—1 klesd k s,

odkud
Son <8 < Sopg1 = Son +bny1 & |5 — Sonl| < bopia

Sont1 — bont2 = Sonia <5 < Sopp1 &[S — Sop1]] < bango.

9 |Tayloruv polynom a Taylorova rada

9.1 Tayloruv polynom

Véta 9.1
Necht funkce f mé v bodé a koneénou derivaci fadu n, n € N. Pak existuje
prave jeden polynom 7),(x) stupné nejvyse n takovy, ze plati TP (a) = f#)(a)

pro vSechna k =0,1,2,...,n. Tento polynom ma tvar
—~ f¥(a)
k=0

Definice 9.2 (Tayloruv polynom)
Polynom T, z véty 9.1 se nazyva n-ty Tayloruv polynom funkce f v bodé a.

Definice 9.3 (Zbytek Taylorova polynomu)
Zbytek Taylorova polynomu je definovan pro vSechna o € Dy:



Véta 9.4 (Taylorova o zbytku)
Necht f m4 spojitou derivaci fadu n + 1 na intervalu [a, x] (nebo [z, a]) pro
néjaké x € Dy . Potom

Ro(z) = % / FO () (@ — 1) dt,

tj.

k)
f(x) =T,(x)+ Ru(z) = /() (x —a)k /f"Jrl Yo — )™ dt

k!
k=0

Diikaz. Dukaz provedeme primo. Aplikujeme metodu per partes na integral
(pro k > 1)

1 1
T /f(kﬂ)(t)(:c—t)kdt = ‘per partes‘ = [(m—t)kf(k) (z—t)*dt,
odkud vyjadiime ¢élen v Taylorové polynomu (pro k > 1)
f®(a)
o (ZE _ a k) k ldt k' f k—l—l) t)kdt,
ktery dosadime piimo do deﬁnlce zbytku R, (z)
) — f® k
Ro(z) = f(x) - Z (¢ —a)* = f(z) = fla) = Y = (a)(z — a)t =
k=1
n 1 z
= f(@) = fla) - ©(e) (e — e~ / FED @) — e
1
k=0 "

x

= (@)~ fla) = 5 [ V0~ ol / FOD () — by

— % / FOD ) (@ — t)"dt.
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Véta 9.5 (Odhad zbytku)

Ru(e)] < (max| o)) 2=

=\ HEE (n+ 1)

Diikaz. Pro x > a plati:

|l’ - CL|n+1

Ru@)l = | [ 100 = orar) < 5 [0t < (mae p000)) St

Pro x < a se odhad provede analogicky s tim, Ze je tieba si dat pozor na

] g(t)di| < - / 9(t)la.

9.2 Taylorova rada

Definice 9.6 (Taylorova fada)

Necht f je nekonecné diferencovatelnd v bodé a € Dy (tj. mé konecné deri-

vace viech fadu v bodé a) a necht pro x € I plati, ze lir+n R,(z) = 0. Pak
n—-+0o0o

lze Vx € I zkonstruovat nekonec¢nou radu

0 L) (
1w =3 0y

kterou nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a. Mnozinu I nazyvame
oborem konvergence Taylorovy (mocninné) rady.

Pozndmka. Dulezité rozvoje funkci do Taylorovy (mocninné) fady:

+o00o
1. e" =3 La" VreR,
n=0

+oo n
2. sin(z) = Zo (g;lr)l)!x?”“ Vr € R.
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S 0" on
3. cos(z) = Z_:O Tt Ve eR

(=)t

+oo
4. In(1+z)= > ——a" Vee(-1,1].
n=1

n

10 |Mocninné rady

10.1 Konvergence

Definice 10.1 (Mocninna tada)
+o0o

Bud {a osloupnost realnych ¢isel a 2y € R. Rada an(x—x0)" se nazyva
n 0 n 0
n=0
mocninnou fadou se stfedem v bodé xg.
. +oo
Rekneme, Ze mocninnd rada an,(x — x9)" konverguje na mnoziné [
; n 0 )
n=0
—+o0
jestlize pro kazdé z € I je ¢iselnd tfada ) a,(z —xo)" konvergentni. Mnoziné
n=0

I pak tikame obor konvergence mocninné fady.
Véta 10.2
+oo

Jestlize > a,(x — xo)™ konverguje v bodé xy + z, z # 0, pak konverguje
n=0

absolutné pro kazdé x € (xg — |z|, xo + |2]), tj. |* — 20| < |2|. Naopak, jestlize
+o00
fada > a,(z — xo)" diverguje v bodé xy + y, pak pro kazdé x € (—oo0, xg —
n=0
+oo
lyl) U (2o + [y, +00), tj. [# — mo| > [y, Fada 3~ an(z — z0)" diverguje.
n=0
Véta 10.3 (O poloméru konvergence)
“+o00o
Pro kazdou mocninnou fadu »_ a,(z — a)™ existuje praveé jedno r, 0 < r <
n=0

+o00 tak, ze fada
1. Konverguje absolutné pro vsechna z takova, ze |[x —a| <r
2. Diverguje pro vsechna z takové, ze |x — a| > r.

Definice 10.4 (Polomér konvergence)
Symbol r z Véty 10.3 nazyvame polomérem konvergence mocninné fady se
sttedem v bodé a.
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Véta 10.5 (Cauchy-Hadamard)
+oo

Polomér konvergence mocninné fady » a,(z — a)™ se spocita vzorcem
n=0
1
r=
lim sup {/|a,|
n—+oo

resp. r = 0 pokud lim sup {/|a,| = 400, resp. r = +o0, pokud lim sup {/|a,| =

n—-+o0o n—-+o0o
0

10.2 Derivovani mocninnych rad
Véta 10.6 (Derivace mocninné rady)

+oo
Jestlize Y a,(z — a)™ konverguje na (a —r,a + ), pak
n=0

dgg(Zanx—a) Znanx—a -1

také konverguje na (a — r,a + r).

10.3 Integrace mocninnych rad

Véta 10.7 (Integrace mocninnych fad)

+o00

Necht f(z) = > an(x — x0)™ konverguje na (zg — 7,79 + r). Pak g(x) =
oo n=0

> st (x — a)"t! konverguje na (a —r,a + 1) aplati, ze [ f =g+ C, tj.
n=0

an(zr —a)" doe = z—a)"t 4+ C.
/3 >t

10.4 Vlastnosti mocninnych rad a séitani rad

Véta 10.8 (Abelova)
+00

Necht f je souctovd funkce mocninné tady f(z) = > a,(z — a)”, kterd
n=0
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konverguje v bodé a — r, resp. a + r, kde r je jeji polomér konvergence.
Pokud je f spojita v a — r zprava, resp. a + r zleva, pak mocninna rfada v
tomto bodé konverguje k f(a — r), resp. f(a +7).

Véta 10.9
V oboru konvergence je mocninna rada Taylorovou fadou své souctové funkce.
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